KHBL TD 8 : Analyse réelle 2025-2026

* *
Exercice 1 Voir correction —
Calculer les développements limités suivants
1) DL a l'ordre 3 en 0 de e * 3) DL a lordre 3 en 0 de !
1+4+e®
L < sin(x
2) DL & l'ordre 3 en 0 de (14 )= 4) DL a T'ordre 3 en 0 de ei )
*
Exercice 2 Voir correction —
Déterminer les limites suivantes a ’aide de développements limités
1) lim (21/z + 3V _ 51/ac)ac . sinbmx
T— 00 3) il—>ml sindnrx
inz\ = 1 1
9) lim 220 4) lim (— =~
=0\ T z=0\In(1+2z) =
*
Exercice 3 Voir correction —
Etudier la nature des séries suivantes :
1) > (1= COS(%)) 3 1 M
"~ ) 2w Ty
2) 3,5 (e} —et/(mh) 4) Y,5, n¥/3(cos(1/n) — e~ 1/(29)
*
Exercice 4 Voir correction —

re® —sin(z) — 22

In(l1+2z)—=z

On considere la fonction f : z +—

1
2

) Déterminer I'ensemble de définition de f.
)

3) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On appelle g ce prolongement.
)
)

Donner un développement limité d’ordre 2 en 0 de f.

4) Montrer que g est dérivable en 0, et déterminer g’(0).
Déterminer ’équation de la tangente T en 0 au graphe I' de g et préciser les positions relatives de I' et de T au
voisinage de 0

5

*
Exercice 5 Voir correction —
2 sin 1 ix#0
On considere la fonction f: z —— s x St définie sur R.
0 siz =0
1) Montrer que f est continue sur R.
2) Montrer que f est dérivable sur R, et préciser f(0).
3) Montrer que f n’est pas C! sur R.
*
Exercice 6 Voir correction —

1) Soit f la fonction réelle de la variable réelle définie par f(x) = Va2 — 9z + 8.
Apres avoir étudier I’ensemble de définition de f, déterminer deux asymptotes oblique en +0o0 et en —oo & Cy, la
courbe représentative de f.

2
2) Mémes questions avec la fonction g définie par g(x) = zexp (23:1)
72—
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* %
Exercice 7 Voir correction —
Soit m un entier pair et soit P : x — Z T Montrer que P n’a pas de racine multiple.
k=1
*
Exercice 8 Voir correction —

Soit P un polynoéme a coeflicients réels.
1) Montrer que si A est une racine complexe de P, alors \ est racine de P avec la méme multiplicité que \.
2) Supposons que toutes les racines réelles de P soient de multiplicité paire. Montrer que n est pair.

*
Exercice 9 Voir correction —

Calculer les intégrales suivantes :

1 m 2 u
1) / ze® dz 3) / r?sinx dx 5) / _ % qu
0 0 0 (I+e%)?

1 L de ’ dz
2) /0 In(1+1t)dt 4>/0 (tap ) /1 Va(l+az)

* *
Exercice 10 Voir correction —

e—l‘

— dz.
er%

+o00
(ENS 2021) On définit la suite (up)nen+ par u, = /
0

1) Justifier que (uy,) est bien définie et étudier son sens de variations.

—T

e

dz.
x—&-%

1 e—aj +oo
2) On définit, pour tout n € N*| v, = / T dz et w, = /
0o T+ o 1
1 +1 1
D et 0w, < 2
e e

Montrer que, pour tout n € N*,
3) En déduire la limite de la suite (uy,)

4) On cherche maintenant & obtenir un résultat plus précis.

t1—e®
a) Montrer que l'intégrale I = /
0 x

dx est convergente.

T1—e®
1
n

b) Montrer que, pour tout n € N* 0 < / de <1

0o T+
c) En déduire que u,, ~ In(n).
n—-+o0o
* X %
Exercice 11 Voir correction —

2
Todt
Soit f la fonction définie par f(x) :/ —.
s Int
1) Donner l'ensemble D des réels pour lesquels cette intégrale a un sens.
-1
2) Montrer que f est dérivable sur D et que sa dérivée est f'(x) = :c . En déduire les variations de f.
nz

x2
dt
3) Soit g la fonction définie par g(z) = / e Montrer que f(x) — g(x) tend vers 0 quand z tend vers 1, et en

déduire la limite de f(z) quand x tend vers 1.

4) On prolonge alors f par continuité en 1 (on note encore f ce prolongement). Etudier la dérivabilité de f en 1.

* X %
Exercice 12 Voir correction —

Soit f une fonction définie et continue sur [0, 1], & valeurs dans [0, 1], dérivable sur ]0, 1], et vérifiant fo f = f.
On note a = min {f(z) , = € [0,1]} et b=max {f(z) , = € [0,1]}.

1) Justifier 'existence de a et de b.
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2) Quelle est la restriction de f & [a,b]?

3) Quelles sont toutes les fonctions non constantes vérifiant toutes les hypotheéses ci-dessus ? On pourra considérer les
valeurs de f'(a) et de f/(b).

4) Quelles sont toutes les fonctions f continues de [0, 1] dans [0, 1] vérifiant fo f = f?

Le coin des Khiibes
* X %
Exercice 13 Voir correction —

Soit f la fonction définie par :
f+: R — R

NN e T siz >0
0 siz <0

1) Montrer que f est continue sur R
2) Justifier que la restriction de f a ]0;4o00[ est de classe C*°.

3) Montrer que pour tout entier naturel n > 1 il existe un polynéme P, tel que

1
ve >0, f™(z)=P, (x) e /e
4) En déduire que f est de classe C* sur R.

* *
Exercice 14 Voir correction —

(D’aprés ESCP 1994) Pour tout entier naturel n, on pose
1
Uy = / 2" el T dx
0

1
2) a) Montrer que, pour tout entier naturel n, 1 <u, <
n

1) Calculer ug et u;.

n+1
b) Calculer la limite de la suite (wy,)n>o0-

3) a) Exprimer, pour tout n > 1, u, en fonction de u,_; et de n.

n

1
b) En déduire que, pour tout entier n > 0, u, = n! (e — Z k')
k=0 "

4) Soit a un nombre réel et soit (vy,)n>o la suite définie par les conditions :
v9 =a et pour tout entiern >1, v, =nv,_1—1

Montrer que si a # o, la suite (v,)p>0 est divergente.

5) a) Montrer que, pour tout entier naturel n,

1 1 Up+2
n+1+(n—|—l)(n+2)+ (n+1)(n+2)

Up =

b) En déduire qu'il existe deux constantes ¢; et co, que 'on déterminera, telles qu’on ait

C1 Co 1
n—+oo n n n
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*
Exercice 15 Voir correction —

(ENS 2025)

1) Montrer que pour tout entier n > 2, I’équation " = 2z + 1 d’inconnue x admet une unique solution positive. Cette
solution est notée wu,,.

2) Montrer que la suite (uy)n,>2 est monotone, puis qu’elle converge vers une limite ¢ > 1.
3) Montrer que £ = 1.
4) On pose &, = u,, — 1 pour tout n > 2.

a) Montrer que pour tout n > 2, on a nln(1 +&,) = In(3 + 2¢,).

b) En déduire que ne, e In(3).

*
Exercice 16 Voir correction —

(ENS 2025)
Soit a > 0. Pour tout entier n > 1 et > 0 on pose :

fn(z) = @ — arctan(z) — n®

1) Montrer que pour tout n > 1 il existe un unique & > 0 tel que f,(z) = 0, qu’on notera u,, dans la suite.

)
2) Etudier la convergence de la suite (u)n>1-
3) Démontrer que pour tout = > 0 on a arctan(x) + arctan(1l/x) = 7/2
)

4) Démontrer que n®*(u,, —n* — 7/2) —— —1.

n—-+oo
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 1 :
2 3

3
1) A Dordre 3 au voisinage de 0 on a sin(z) =« — % +o(z3) et e =1+u+ % + 5 +o(u?).

On compose ces deux DL en tronquant tous les termes d’ordre > 4 :

ST — 1 ¢ (:c—$63+0(9€3)> “‘% <$_§+0(x3)>2+f13(x_xﬁg+O(x3))3+0<<$_3§+0(x3)>3>

31 1
:1+x—%+§m2+6x3+0(9€3)

2

:1—|—x+%+0(m3)

Remarque : le terme d’ordre 3 est nul dans le DL de "% (tout comme le terme d’ordre 2 est nul dans le DL de sin z,

on peut tout de méme écrire sinz = z + o(z?)).
2 .3

1 1 2?23 ot 4 1 T T oz 3
2) Vo #0, (1+2)s =exp (2 In(1 +2)). Or In(1+z) :x75+§fz+o(x ) donc — In(1+x) = 1f§+§fz+o(x )
: x
1
est un DL de —In(1 + z) & l'ordre 3.
x
2 3
Si on retire 1 & cette epression elle tend vers 0 en 0 et en composant par le DL exp(u) :1+u+?+%+o(u3) on
obtient :
1 r 22 23 1/ z 22 28\> 1 2 3\
“h(l4a) 1) =1+ (-S+= )24+ 2 S 3
eXp(xn( o) ) +( 273 4>+2<2+3 4) +6(2 4) o)
A | T 1
g r oy e T 3
2T T T T st o)
11
=1—§x+ﬂx2—1—6x3+0(9€3)
1 11 7
d’ou finalement en multipliant par e : (1 + )= =e —g 2Z$ 2 lg 3

3) Au voisinage de 0 on a

1 1

- 2 3
l+e® 242+ % +% +o(a?)

1

_1 1 £_|_£2_|_£3 + E_‘_lj%_lj x :+j 3_|_ (3)
~2 2112 27112 2 a4 T12) T
1 PN S T S R
=-(1-2 -2 — P T i 3
2( 2 1 1tT I +0(9‘")>
1 z a2 3
2—14-@—&-0(95)
x3 x? a3
4) Au voisinage de 0, sin(z) =z — 5t o(x®) et e® =1+x+ Ttet o(x®).
Ainsi,
1 1
e l4z+ L 4L 4o(28)
GHOIE 5/17
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1’2 1’3 I2 IS 2 I’2 1’3 3 3
:17 —_ _— —_ —_ — —_ —_
(x+2+6>+<9:+2+6) <x+2+6>+o(x)

2 3
zl—x—x——x——l—xz—l—x?’—ms—i—o(x?’)
2 6
2 3
:1—x+%—%+o(m3)

Ainsi

Correction de 1’exercice 2 :

1)

1
Attention : on ne peut pas utiliser le DL de (1 + 2)* car « doit étre constant, ici les exposants sont x et — donc sont
x

des variables.
Pour tout z > 0 on a (21/% 4 3%/ — 51/%)® = exp(z In(2'/* + 31/* — 51/7))
Cherchons la limite de x In(2Y/* + 3'/* — 51/%) lorsque 2 — +oc.

In(2 In(2 1 In(3 1
21/ = exp(In(2)/x) avec ni ) ——— 0 donc 2V/* =1+ % +o0 (x) De méme, 3/% =1 + % +o0 <) et

Tr—r+00 xX
1 1
e 14 00 (1)
X X

In(2) +1 —1 1 1 1
On en déduit que 21/* 4 31/ —5t/z =1 4 n(2) +1n(3) —In(5) +0(> =14+1In (g) X +0<>
x x x x

1 1
En composant par In(1 + u) = u + o(u) on obtient que In(2'/* 4 3/* — 51/%) = In <§> X — 4o <> donc
x x
6 6
zln (2V/7 4+ 31/¢ —51/2) = In 5) + o(1) et ainsi hr—s{l zln (27 4+ 31/ — 51/7) = In E et finalement par com-
T—r1+00

6 6
position de limites, (2'/% 4+ 3%/% — 51/%)* —_ exp (1n ()) ==

T— 400 5 5
(sin:v)l/rz ( 1 <sin:1:>)
=exp|—In .
X X X

: 2
Or, 22 = 1 (2= 5 4 0(a?)) = 1- T +o(a).

o\ 2 1 3 1
Il s’ensuit que In (smx) = —% + o(z*) par composition avec In(1+u) = u + o(u) donc — In (bmx) =—=+0(1)
x x x

sinx 1/a*
donc lim ( ) —e7 5.

x—0 €T

ol=

i 1
On pose le changement de variable u =  — 1 et on étudie lim M
a—1 sin(4m(u + 1))

On a sin(5m(u + 1)) = sin(57u + 7) = —sin(dru) et sin(4dr(u + 1)) = sin(dru + 47) = sin(4ru).

Lorsque u tend vers 0 on a sin(57u) ~ 57w et sin(4nu) ~ 4ru donc ili% Slsrlll(liizl;) _ —4?; _ _Z donc ilgll ZE izz _
5

-7

In(1+x) = :C—%2+0(:U2) donc 1n(11+ p = e §1+ @) = % (1 + g + o(x)) = é—k%—&-o(l) donc 71n(11+ ) —% =

% + o(1) et finalement ili% (ln(ll—i—x) - i) = %

Correction de 1’exercice 3 :

1)

Lorsque n — +o0o0 on a :

QOB
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1 n 1
e p— ol —
2n2 n?

1
- . 1 . Lo e
donc 1 —cos(1/n) Nodiwe 1 La série de Riemann ), -, ;> converge car 2 > 1 donc par comparaison de séries positives

> n>1(1—cos(1/n)) converge.
2) Lorsque n — 400 on a :

ol/n _ g1/ (n41) _ (1/(n+1) (e%*#l 71>
_ ol/(n+1) (el/(n<n+1>> 71)

= el/(ntD) (n(n1+ 0 e (n(n1+ 1)))

1

U
n—-+oo 7’},2

or la série de Riemann ) -,
converge.

3 converge car 2 > 1 donc par comparaison de séries positives Y-, o, (et/™ — et/ (1)

3) Lorsque n — +oo on a :

J(1 1— L 1

In COb-( /n) I 207 +o0 (1712)

1 —sin(1/n) 1-1+o0(k)

1 1 1 1
:1n<1_2n2+0<n?>>_ln(l_n+o<n2)>

! 1 1
T T o\ nSteon

or la série harmonique Zn>1% diverge donc par comparaison de séries positives la série > -, ln(

cos(1/n)
. 1- sin(l/n))
diverge.

4) Lorsque n — +oo on a :

1 1
= 8 O\

1
donc n8/3(cos(1/n) — e~ 1/(2n%) o 18T
n 0o n

raison de séries positives la série converge.

Ao . 1 4
Or la série de Riemann Zn21 —i75 converge car 3 > 1 donc par compa-

Correction de ’exercice 4 :
1) Pour tout réel x, f(z) est définie si et seulement si 1 +2z > 0 et In(1 +2) —z # 0.
Or, pour tout > —1, In(1 + z) < x avec égalité si et seulement si = 0 (on peut le prouver en étudiant la fonction
h(z) = x — In(1 + z) par exemple).
Ainsi, f est définie sur | — 1;0[U]0; +o0].
2 3 4 3 4 3

2) EnOonaln(qux)fx:f%Jr%f%qLo(x‘l) etxeifsin(x)fﬁ:x+x2+%+gfx+%fx2+o(x4):
2 3 4
2 e
Ainsi,
fa) 2% 2y o(a?)
r) —
20 g% )
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2
¥4 +o?)

lf%ﬂ”+§+o(x2)

2¢  x2 2¢ 2 2¢  x? 2
_2 il s 2 1 ar ey 2
<3+6+0(x)><+3 2+<3 2>+0(x)>

:—(4x+z2+0(x2)> (1+2x—$2+4x2+0(x2))

3 3

=—3 "5 3 o)
dr 1122
=-3 ~ 5 tol)

3) D’apres la question précédente, lin% f(z) = 0 donc on peut prolonger f en une fonction g continue définie sur | — 1; +o0|
r—r

parg(a;):{ fl@) siz#0

0 six=0
4 11 —g(0 4
4) D’apres la question 2, pour tout z # 0 on a @ - - + o(z) donc lim M = ——. Alinsi g est dérivable
3 9 x—0 x—0 3
, —4
en Oet ¢'(0) = 3
4
5) Puisque ¢g(0) = 0, I’équation de la tangente en 0 & I" est y = —3% Dans le développement limité de g au voisinage de

2

4
0, le terme suivant —gx est — donc au voisinage de 0, la courbe I' est située en dessous de T.

Correction de I’exercice 5 :
1 1
1) « — — est continue sur | — 0o; 0] et sur |0; +o0o[,  — sinz est continue sur R donc par composition x +— sin () est
€T x

continue sur | — oo; 0[ et sur |0; +o00|. Enfin, x — 22 est continue sur R donc f est continue sur | — oo; 0[ et sur ]0; o0
comme produit de fonctions continues.
1 1
Pour tout z # 0, —1 < sin () <1 donc —z? < z?sin () < 22 et ainsi lir% f(z) = 0 donc puisque f(0) =0 on en
e X r—r
déduit que f est continue en 0.
Finalement, f est bien continue sur R.

2) f est dérivable sur R* comme produit et composée de fonctions dérivables, comme dans la question 1.

f@) =[O _ f@) _ (1>

De plus, pour tout x # 0,
z—0 z z

1 1 —

Pour tout = # 0, —1 < sin > < 1 donc —|z| < zsin <) < |z| donc lir% Lg(o) On en déduit que f est
T T z— T —

dérivable en 0 et que f'(0) = 0.

1 1 1
3) Pour tout = # 0, f/(z) = 2zsin (1) + 22 x (—2> cos (1> = 2z sin () — cos ()
x x x x x

1 1 1 1
Or, 2z sin () —— 0O et cos <> n’a pas de limite lorsque z — 0. En effet, si x,, = oy, 0T 8 CO08 () = cos(2mn) =
x

z) x—0 ™ T,
1 1
l—— letsia, = ———onacos| — | =cos(2mn+ ) = cos(r) = =1 ——— —1 ce qui contredit I'unicité
n— oo (27TTL + 7T) Tn n—+0oo

de la limite.

On en déduit que f’(x) ne tend pas vers f/(0) lorsque x tend vers 0 donc f’ n’est pas continue en 0, donc f n’est pas
Cl sur R.

Correction de 1’exercice 6 :

1) Pour tout réel x, f(x) est défini si et seulement si 22 — 9z +8 > 0. Or 2% — 92 + 8 = (z — 8)(z — 1) donc f est définie
sur | — oo; 1] U [8; +00].
Pour tout x dans I’ensemble de définition de f, on a

9 8
Va2 =92+ 8 =[z[{/1 -~ + —
r
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= |z (1 _ 9 +o <9>> d’apres le DL de v/1 + u lorsque u — 0
x

9 9
Ainsi, siz > 0 on a f(z) =z — 3 + o(1) lorsque * — +oo donc f(z) —x + = 0 donc la droite d’équation
T—r1+00

9
y=z-3 est asymptote oblique a la courbe de f en +oo.

De méme, si <0 on a f(z) = -z + g + o(1) donc la droite d’équation y = —x + g est asymptote oblique & la courbe
de f en —oo.
2) Pour tout réel x, g(z) est défini si et seulement si 22 — 1 # 0 <= x # 1 et z # —1 donc g est définie sur R\ {—1,1}.
En +oo et en —oo on a 20 :2x1=2<1+1+0<1>> =2—|—2—|—o<1>.
2-1 oz 1-4 x2 x2 x a3 3
- 2x 2 1 - . .
Ainsi, exp <x2 — 1) =1+ - +o0 (x) donc g(z) = x4+ 2+ 0(2) et ainsi  + 2 est asymptote oblique & la courbe

représentative de g en +00 et en —oo.

- 1—an
Correction de l’exercice 7 : On a P'(z) = ZZ:S x* donc pour tout z # 1, P'(z) = 1 T
-z
P'(1) = Z;Sl = n donc 1 n’est pas racine de P/, et pour tout t #lona P'(z) =0<=1—-2"=0<=z=1ouz = -1

car n est pair.
(="

k = 0. Pour cela on

Ainsi, (—1) est la seule racine de P’. Montrons que —1 n’est pas racine de P, c’est & dire que ZZ:1

(=DF

étudie la suite (u,,) définie pour tout n € N* par u,, =y ;_, —

L . _ 2n (_1)k b = 2n+1 (_1)k di .
es suites a, = ) ;. A et bn =) 11 A sont adjacentes :
Vn € N* Gt ey Gl ) A L < 0donc (ay) est strictement décroissant
— Vn Opt1 — Gy = = — onc (a,) est strictement décroissante.
P Tt 2n + 2 2n+1  2n+2 2n+1
Vn € N*, b b S A D ! L o4 (by) est strictement croissant
— Vn ntl — bp = = - onc (b,) est strictement croissante.
o o+ 3 n+2  2m+2 2n+3
(71)2n+1 1
— VneN* b, —a, = = - 0
"e o @ 2n+1 2n+1 n—+oo
Ainsi, Vn > 2, bg < b, < a, <aj (¢t lim a, = lim b, = lim wu, mais la limite ne nous sert pas ici).

n—+00 n—+00 n—+o00
1
On en conclut que Vn > 2, by < u, < a1 donc —1 < u,, < —3 Ainsi, P(—1) #0.

Finalement, P n’a pas de racine multiple.
Correction de 1’exercice 8 :

1) Soit (ag,a1,...,a,) € R""! les coefficients réels de P tels que P(z) = Y_;_, apz*.
Supposons que X € C est racine de P. Alors P(A) = 0 donc >, _, apA\* = 0. En passant au conjugué dans cette égalité
on obtient :

n
Z ak/\k =0
k=0

donc par propriété algébrique du conjugué :

EH: chXk =0
k=0

Or les a; sont réels donc Vi, a; = a; et ainsi ZZ:O a,jk =0, c’est a dire P (X) =0, X est bien racine de P.
Comme P est a coeflicient réel, toutes les dérivées de P sont des polynomes a coefficients réels donc pour tout k& > 0,
P(k)()\) =0« P ()\) = 0 d’ou 'on déduit que A a la méme multiplicité que A si A est racine de P.

2) Soient A1, ..., A, les racines réelles de P et p1,..., 1y, B1, - - . , Bp les racines complexes non réelles de P. Notons ky, et
k., la multiplicité de ces racines.
Alors P se factorise sous la forme P(z) = ay [[_, (z — X)™ x [T, (X~ ) x [T, (X - uj)k”i) car pour tout
7, p; et 7r; ont la méme multiplicité.
Ainsi, P(x) = ap TTj_y (2= X) < T [(X = ) (X =)™ = an [Tz, (2= A8 T (X2 = 2Re(pa)) X + |y ) s
Si toutes les racines réelles de P ont une multiplicité paire, alors le degré de ce polynéme est pair car pour tout j,
deg(X? — 2Re(pj) X + |puj|?) ki) = 2k, est pair.

o
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Correction de 1’exercice 9 :
1) Ona

2) Par intégration par partie :

3) Par intégration par partie :

1 1
/1n(1+t):[(1+t)1n(1+t)](1)7/(1+t)><
0 0

=2In(2) — 1

/ r?sinzdr = [71:2 cos(z:)];r +/ 2x cosx dx
0 0

= 7%+ [2zsin2]]f — / 2sinz dx
0

=724 0—[-2cosz]]
=x2—4
4) On a :
1
/ :/ (14 2x) S dx
0 1+:c 0
_4 1
- [,
[ 1+x)]
oL
4 24
_1
64
5) On a:
[ e[,
o (1+e¥) [T+,
_1_ 1
2 1+4e?
_e—1
24 2e2
6) On a :
/3 dx B 3 dx
1 Vr(l+ o) 1 Vr(l+ (Va)?
OIoe

BY NC
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=2 arctan(\/a?)]?

= 2arctan(v/3) — 2arctan(1)

2 7
32
o
G
Correction de ’exercice 10 :
e T e T .%'2 e T e T
1) Pour tout n € N, x — - est continue sur [0; +-00[. En 400 on a 22 o~ ~ze * — 0 donc - =
T+ = T+ = x T—+00 T+ =

n n

1 e T e . . .
0| — | Ainsi l'intégrale e dx converge par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente. On en
x 0 X =

déduit que pour tout n € N, u,, est bien défini.

1 1 1 1 1
De plus, Vn € N,Vz € [0; 400, —— < — donc x + —— <z + — donc — = + donc finalement :
n+1 " n n+1 n T+ ag x+
Vn € N,Vz € [0; +oo], <2
T+ n T+ 1
On en déduit en intégrant :
VneN, u, <upt1
donc (uy,) est croissante.
e ! e "
2) Pour tout z € [0;1], e7* < e™® donc —— < T
Ty Ty
1
En intégrant sur [0;1], on obtient — [In (z + %)Ll) < ¥p. Or [In (z + %)Ll) =In(1+ %) —1In (%) =In(n(l1+3)) =
e
1 1
In(n+1) diotn 20FD -
e ” oo 1
De plus, pour tout x > 1, T <e’” donc w,, < / e *dr= lim (e_1 —e_A) =e ldon0< wy, < — (wy, est
T+ = 1 A—+oo e

n
I'intégrale d’une fonction positive sur [1; +oo[ donc est positif.

1 1
3) Puisque u, = v, + w, d’aprés la relation de Chasles et que w,, > 0, on a u, > v, > M pour tout n € Nx. Or
e
1 1
lim M = +oo donc lim wu, = +oo.
n—-+oo e n—-+o0o
- 1—e 7 1—-(1-
4) a)z— est continue sur ]0;1] et au voisinage de 0 on a ° = (12 + o)) =1+ o(1) donc
T

1—e 2 1 AT
lirr%) S 1. Cette fonction se prolonge par continuité en 0 donc I'intégrale / dx converge.
z— x 0 x
1—e " 1 1 1—e™" 1—e "
b) Pour tout n € N* et tout z € [0;1] 1 —e™® > 0 donc el >0, et T < — donc el < ¢ , ainsi
T+ T+ T T+ x
T1—e
en intégrant sur [0; 1] on obtient 0 < / — <1I.
o T+,
¢) D’aprés 'encadrement précédent, on a
o
0< T —Un < I
0o + n
donc 0 <In(n+1) —u, <I.
I
En divisant par In(n+1) on obtient 0 < 1— 1n(s:— 0 < n(n 1) donc par encadrement ngrilm(l - ln(ri:ij—l) =0

donc lLim —n _
n—+oo In(n + 1)

OrIn(n+1) =In(n) + In(1+ 1) =In(n) + o(In(n)) donc In(n + 1) ~In(n), donc finalement u, ~ In(n).
Correction de I’exercice 11 :

1
In(¢)

dt 22 dit
Si « €]0;1[, alors 2* €]0; 1[ donc l'intégrale [ [y & un sens. Si & €]1;400[, alors 2% €]1;4o00[ donc [ g @ aussi
n n

un sens. Finalement, cette intégrale a un sens si et seulement si = €]0; 1[U]1; 4+-o0.

/17

=1 d’olt uy, ~In(n + 1).

1) La fonction ¢ — est définie pour tout ¢ tel que In(t) existe et In(t) # 0. Elle est donc définie sur ]0; 1{U]1; 40|

$2
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2)

1
Si G est une primitive de t — ——, alors on a f(x) = H(x?)— H(x). f est donc dérivable comme différence et composée

In(t)
2 1 1 -1
de fonctions dérivables et Va €]0; 1{U]1; +oo[, f/(x) = 22H'(2?) — H'(x) = ln(;) ~ () = ﬁ i xln:c .
Pour tout = €]0;1[, z — 1 < 0 et In(z) < 0 donc f'(z) > 0 et pour tout = €]1;+o00[, z —1 > 0 et In(z) > 0 donc
f'(z) > 0, donc f est strictement croissante sur ]0; 1] et sur |1; +oo.

2 2
v 1 1 T t—1—1Int

- t—1)?
Or, t—1—In(t) =t—1—(t—1)+ 0 4 o((t —1)?) donct—l—lnttwl( 5 )
N
1 1 1
i -1 a3 On peut donc prolonger cette fonction par continuité en 1, et pour toute fonction ¢ continue sur
n — —
. z2 0 . ez T
]0;1] on a lim J. o(t)dt = [y 6(t) dt = 0 par continuité de x — [, »(t)dt.

Finalement on a donc bien 1in%)( f(z) = g(z)) = 0. Calculons g(z) explicitement :
r—

— ~ — )2 d’on
, et (1 t)lntt_ﬂ(l t)? d’ou

xT d x2
Vo 1, / % = [n(t - 1)

=In(2z? — 1) —In(z — 1)

<x2—1>
=In
z—1

=1In(z +1)

donc lim g(x) = In(2) donc lim f(x) = In(2).
rz—1 r—1

f(z) —In(2)

lorsque x tend vers 1.
z—1

Etudions la limite de

fla) —In(2) _ f(z) —g(z)  g(x) —In(2)

rx—1 rz—1 rz—1

Onn: ta) ot = [ LI

t—1—1In(t 1
Soit € > 0. Puisque lim 7() = — comme on l'a vu a la question précédente, il existe donc un voisinage
t—1 (t—1)Int 2

t—1—1In(¢t 1
J1—a,1+adel tel que Vt €]1 —a,1 + al, 711()

(t—1)Int 2
Ainsi, pour x suffisamment proche de 1, on a z €]1 — a,1 + a[ et 22 €]1 — a, 1 + a[ donc par inégalité triangulaire

[ (-

t—1-In(t) 1

‘dt < (2? — x)e

(t—1)Int 2
d’ou :
|f(9c) @) — / Lt < @z —1)e
donc )
_ 1 z
F@) ~ g(e) [ Ll <
z(x —1) z(xz—1) J,
c’est a dire :
fl)—glx) 1| __
x(x —1)
1 — 1 — 1 1
On en déduit que lim — x M = — donc que lim M =—-x1=-.
z—1 z—1 2 z—1 z—1 2 2
—In2 In(1 —1n2 1
D’autre part on a g(i) — ln = n( —;i)l ne_ In’(2) = 3 qu’on obtient comme limite d’un taux d’accroissement.
—In(2 1 1
Finalement, lim flw) = In(2) = — + - =1 donc f est dérivable en 1 et f'(1) = 1.
z—1 x—1 2 2
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Correction de ’exercice 12 :

1) f est continue sur [a,b] qui est un intervalle fermé borné, donc f atteint son maximum et son minimum sur [a,b]. 1l
existe donc x, tel que Vz € [0,1], f(z,) < f(z) et alors a existe et a = f(x,) et il existe x;, € [0,1] tel que Va € [0, 1],
f(zp) > f(x) et alors b existe et b = f(xy).

2) Pour tout y € [a, b], puisque f est continue sur [a, b] et atteint les valeurs a et b, il existe d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaire un réel = € [a,b] tel que f(x) =y. On a alors f(y) = f(f(z)) = f(z) = y. Pour tout y € [a,b], f(y) =y
donc fiq,p) est la fonction identité.

3) Supposons f non constante. Puisque a est le minimum de f et que c’est aussi un réel de [0, 1] et que f(a) = a, alors ou
bien a = 0 (a est une borne de U'intervalle), ou bien a €]0;1[ et f/(a) = 0 (on ne peut pas avoir a = 1 sinon on aurait
[ constante égale a 1 car f est a valeurs dans [0,1]). Or a < b (car f non constante) et fij,;p) : « +— 2 donc f|/[a;b] =1
donc la dérivée & gauche de f en a vaut 1, donc f/(a) = 1. On en déduit finalement a = 0, et de la méme fagon b = 1.

4) Dans cette question on suppose seulement f continue.
Le résultat de la question 2 est alors une condition suffisante. En effet, §’il existe un intervalle [a,b] C [0,1] tel que
YV € [a,b], f(x) = z et tel que pour tout = € [0,1], f(z) € [a,b], alors pour tout = € [0,1] on a f(f(z)) = f(x) car f
est l'identité sur [a, b].
L’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] vérifiant f o f = f est donc l'ensemble des fonctions définies par
morceau de la forme

fi(z) si x € [0, 4]
f(z) = x si z € [a,b]
fa(x) six € [b,1]
avec fi(a) = a et fa(b) = b, et f1, f2 & valeurs dans [a, b] et continues sur [0, a] et sur [b, 1] respectivement.
Correction de ’exercice 13 :

1) f est continue sur | — 0o; 0] et sur |0; +-o00[ car sa restriction a chacun de ces intervalles est une fonction continue (par
opérations usuelles).

Montrons que f est continue en O :
li — ] -

2y S =i 0=0

<0 <0

-1

et hn}) — = 400 donc par composition hm f(z) =0. Ainsi lirr%) f(z) =0= f(0) donc f est continue en 0.
T—r e Tr—
x>0 1:>0

‘Finalement f est bien continue sur R ‘

2) La fonction x — % est C* sur ]0; 0o et exp est C> sur R donc par composition z — e~1/® est C> sur R.

3) Pour n = 1, on a pour tout z > 0,

fl@)y=—e /"

donc en posant P;(x) = 22 on a bien f'(z) = P, (%) e~ /% La propriété est vraie pour n = 1.
Supposons que pour un certain entier n > 1 on ait

1
Ve >0, f™(z)=P, (x) e /e

avec P, un polynome, alors f(") est dérivable sur ]0; +00[ comme composée et produit de fonctions dérivables et

1 1 1 1
n+1 1/x 1/x

X

:i P, 1 _p 1 e~
2 T "\ x
En posant P, 1(X) = X%P, — X2P/, alors P, ;1 est bien un polynéme et on a :
1
Vo >0, fUT(2) =Py (SE) e

La propriété est donc vraie pour n + 1. Par récurrence on en conclut qu’elle est vraie pour tout entier n > 1.

4) Montrons par récurrence que pour tout entier n, f () est dérivable sur R et que f (”)(0) =0.
f est dérivable sur | — o0; 0] et sur ]0; +oo[. En 0, on a :
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— lim ()~ f )711m0:
z—0 xTr — z—0
x<0 x<0

z)— f(0 e 1/ 1 . . 4 it
— Siz >0, )~ £(0) = =Ze/%et lim Xe X =0 par croissance comparée donc par composition de
0 T T X —+o0
limites lim —
x—0 z—0

<0

On en déduit que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 0.
Supposons que le résultat est vrai pour un entier n quelconque fixé. Alors

1™ @) = £ (0)

— Va <0, f™(x) = 0 par calcul de dérivée et £ (0) = 0 par hypothése de récurrence, donc lim =

z—0 z—0
x<0

, (n) (n)

n _ r(n 1
— Siz >0, G g © =-P,()e ¥/* = XP,(X)e X en posant X = L.
x — x :
: - x R [ (@) = F™(0)
Or par croissance comparée lim XP,(X)e ™ =0 car P, est un polynéme, donc lim =0
X —+o0 :;Ec;(()) x—0

On en conclut que f(™) est dérivable en 0 (donc sur R) et que £ (0) = 0.
Par récurrence on en déduit finalement que le résultat est vrai pour tout entier n. On a donc bien f € C*(R,R).

Correction de 1’exercice 14 :

D v frord = [ e[S
Uy = fol zel=%dx = [—x el_ﬂ(l) + fol el—= dx

2) a) Soit n € N. Pour tout z € [0;1], 0 <z <1donc0<1—2<1etdoncl<e!~® <e. En multipliant par 2" et en

intégrant sur [0; 1] on obtient donc :
1 1 1
/ " dx < / el dr < / " edx
0 0 0

1 < < e
U
n+l1 - " " n+1

d’ou :

b) Comme lim = lim = 0 on en déduit par encadrement | lim wu, =0/
na>toon+1 notoon+1 n—+0o

3) a) Une intégration par partie donne pour tout entier n > 1 :

1

a1l 11—

Uy = [—x"el ‘T]O—i—/ nz"tel =" dx
0

b) Procédons par récurrence :
1
— Initialisation : ug = e —1 d’aprés la question 1) et e — 22:0 e —1, donc I’égalité est vraie pour n = 0.
— Hérédité : Supposons 1’égalité vraie pour un entier naturel n. Alors :

Upt1 = (n+ Duy, —1 d’apres la question précédente

= (n+ 1)n! (e—ZéJ -1
k=0

"1 n+1)!
(n+1)!<e k'>( )

prs (n+1)!
"1 1
=(n+1)! (ek_okl - (n—i—l)')
n+1 1
=(n+1)! ek_ok'!>
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I’égalité est alors vraie pour 'entier n 4+ 1. La propriété est donc héréditaire.

. - . 1
— Conclusion : | Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N on a u,, = n! (e — ZZ:O )

4) Pour tout n > 1, u,, — vy = Ntp—1 — 1 — (nUy—1 — 1) = n(tp—1 — vy—1) donc par une récurrence immédiate :

Yn>1, u,— v, =nl(ug—vg)

Le terme de droite diverge si ug # vg, et comme (uy)n>0 converge ‘ on en déduit que (vp)n>o diverge |.

5) a) Appliquons deux fois la relation de récurrence a 4o :

Yn >0, upto=(n+2)ups1 —1
=n+2)[(n+u, -1 -1

=n+2)n+Du, —(n+2)—1

donc en divisant par (n+2)(n+1) :

1 1 Upn+2
1l i Dm+2)  mrDnt2)

Up =

b) On a
1 1 1
==X
n+1 n 1—|—%

1 1 1

STRE)
n n n
1 1+ 1

-~ _ 1ol =
n n? n?

et

1 1
*ﬁ‘i’o ﬁ
un+2

1 1
li nio =0d = =ol|— ).
noe 12 T RN G N (4 2) O((n+1)(n+2)> O<n2>
Ainsi, d’apres la question précédente et par somme :

De pluson a lim wu, =
n—-+oo

(c’est a dire ¢; =1 et co = 0).
Correction de 1’exercice 15 :
1) Pour tout n > 2 posons f,(z) = 2™ — 2z — 1. Cette fonction est dérivable sur [0; +oo] et :

Vo >0, fl(r)=nz""' -2

n
Pour tout > 1, on a 2"~ > 1 donc nz"~! > 2 et donc f/(x) > 0. On en déduit que f, est strictement croissante
sur ]1;+oo[. Comme f,(1) = —1 et ngg}oo fn(x) = 400, et que f est continue (car dérivable) sur ]1;+oo[, on peut
en conclure d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires que 1’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution sur
Pintervalle ]1; 4o00].

De plus, cette équation n’admet pas de solution dans Uintervalle [0;1] car si € [0;1], 2™ € [0;1[ et 2z +1 > 1 et si
r=1lonaz"=1let2x+1=23.

On en conclut que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution w,, sur Uintervalle [0; +00[, et que u,, > 1.
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2)

4)

Pour tout n € Non a :

S (un) = fr(un) = UZ—H = 2up — 1 — (upy — 2u, — 1)

— -l
=up(u, — 1)
>0 car u, > 1etu, >0

Comme f,(u,) = 0 on en déduit que f,+1(un) > 0 donc que fri1(un) > frt1(tny1). Comme f,41 est croissante sur
[1; 400[ on en conclut que u, > u,y1, et ce quel que soit n > 2.

On en conclut que la suite (uy,),>2 est décroissante. Comme elle est minorée par 1 on en conclut qu’elle converge vers
une limite finie ¢ > 1.

Raisonnons par 1’absurde et supposons que ¢ > 1. Comme (u,,) converge en décroissant vers £ on a pour tout n € N,

up > £ donc upy > ™ et lim ™ = +oo car £ > 1. Par comparaison on en déduit que lim u] = 4o0.
n——+oo n——+oo

Or pour tout n > 2, ul? = 2u, +1 donc lim (2u, + 1) = +oo. Or par somme de limites on a lim (2u,+1)=2(+1
n——+oo n—r+00

ce qui contredit 'unicité de la limite.
On en conclut que ¢ = 1.

a) Pour tout n > 2 on a u}! = 2u, + 1 donc nln(u,) = In(2u, + 1). On en déduit que :

nln(l+¢,) = nln(u,)

=In(2u, + 1)
=In(2e,, +3)
b) Comme ngrfoo u, = 1 on a ngr}rloosn = 0 donc nln(1l + 5n)n%~+Oo nen et nEIJIrlooln(?) + 2¢,) = In(3) d’ou

nggloo ne, = In(3) |

Correction de 1’exercice 16 :

1)

2)

fn est dérivable sur [0; +o00[ comme somme de fonctions dérivables et :

1 1
1+ 22

<C
8
V
<o
S
S
~
I

.’1,'2

1+ 22

donc pour tout réel x > 0, f/(x) > 0. On en déduit que f, est strictement croissante sur [0; +oo[. De plus, f,(0) =

—n®* <0 et hIJ'I_l frn(x) = 400 et f,, est continue sur [0; +00[ (comme somme de fonctions continues), donc d’apres le
Tr—r+00

théoréme des valeurs intermédiaires : il existe un unique réel u,, dans l'intervalle ]0; +o0o[ tel que f, (u,) = 0.

Soit n € N*. Comme fy,(u,) =0on a :

fn+1(un) = fn+1(un) - fn(un)

= u,, — arctan(u,) — (n + 1)*P"* — (u,, — arctan(u,) — n®)
=n%—(n+1)"
<0

d’ot frt1(un) < fr1(ung1) et comme f, 41 est croissante sur [0; +00[ on en déduit que u, < u,11, €t ce pour tout
entier n € N. Supposons que (u,) converge vers un réel £ > 0. Pour tout n € N* on a :

u, — arctan(u,) = n®

Or lim (u, — arctan(u,)) = ¢ — arctan(¢) par somme de limite et continuité de arctan, tandis que lim n%* = +o0
n—+00 n—-40oo

ce qui contredit 1'unicité de la limite. On en conclut que (u,) ne converge pas donc lirJrrl Uy = +00.
n—-+0oo

16/17



KHBL TD 8 : Analyse réelle 2025-2026

3) Posons g(x) = arctan(x) + arctan(1/z), cette foncton est dérivable sur ]0; +o0of et :

1 11
R

Vo >0, ¢ ()

donc g est constante. Comme g(1) = 2arctan(1) = 7, g est donc constante égale & 7 donc :

1
Vx>0, arctan(z)+ arctan <> =—
x

4) Par définition de u,, on a :

U, —n® = arctan(uy,)

5 -omon ()
= — —arctan [ —
2 Uy,

donc

s 1
U, — N — — = —arctan ()
2 Up

et donc

T 1
n® (un —n% — 7) = —n%arctan <>
2 Up,

. . 1 1 1
Comme lim wu, =+occona lim — =0 donc arctan [ — ~ —. Enfin comme u,, = n® 4 arctan(u,) et que
n—-4oo n—+00 Uy, Uy, ) n—+00 Uy,

lim arctan(u,) = §,onau, ~ n®etonen conclutdont que :
n—-+oo n——+oo

«

1
—n"‘arctan() ~ 2o -1

Uy ) n—=+00 N n—+oo

donc lim n®(u, —n%*—
n—-+oo
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